
教育部九◐四學年度高侩中學數學競賽 

    台中●複賽試題᧤一᧥  編號： 

         Ȑ時間二小時ȑ           

注意ℚ項： 

.1 本試卷共五題，滿分為四◐九分。 

2. 請將答案寫在答案欄內，計算侨必須連同試卷交回。 

 

一ǵ 證明 2 5 10 1 3 15+ + > + + ，但不允許將這些根號數化成小數後再比較大小Ƕ 

二ǵ 設 k 為大於 3 的正偶數，以下為 ,x y 的聯立不等式：
2

3 2
,

x
y

k
≥

−
2 2 2,y x k≤ + −  

  2 ,y kx≤ 2 6 2y x k≤ − + − ，試問滿足以上聯立不等式的整數解 ( ),x y 共有幾組？ 

三ǵ 設 ( ) 3 2P x x ax bx c= + + + 為一整係數多項式 ( , ,a b c為整數 ) 且 ( ) 0P x = 的三個根分

別為 , ,u v wǶ若已知 1a ≠ 且w uv= ，試證w必為整數Ƕ 

四ǵ 考慮以三角形為底的直立三角柱，假設其中的兩側面與底部的面積總和恆等於一

常數 LǶ證明：這類三角柱達到最大體積時，這兩側面與底部三者的面積相等Ƕ 

五ǵ 下圖是一個由正三角形所構成的無限棋盤，棋子由棋盤上任一交叉點往相鄰的交

叉點移動稱為”走一步”，現在規定一個棋子的走法如下：一次走兩步，第一步可

任選一個方向Ȑ有六個方向可供選擇ȑ，第二步的方向必須是第一步的方向逆時針

轉60o ，下圖即顯示由 A 走一次可能走到
1 2 5
, , ,B B BL 或

6
B Ƕ另外，我們定義圖中

的兩個向量 [ ]1 0,a =
r

，
1 3

2 2
,b

 
=  

 

r
Ƕ證明：若棋子能由 P 點經若干次走到Q點，

則PQ ma nb= +
uuur r r

，其中 ,m n是整數且m n− 是 3 的倍數Ƕ 

 

 

 

 

 

(10 分)

(10 分)

(10 分) 

 Ȑ學生自填ȑ 

(10 分)

(9 分) 



 

教育部九◐四學年度高侩中學數學競賽 

    台中●複賽試題᧤ℛ᧥  編號： 

         Ȑ時間一小時ȑ           

 

注意ℚ項： 

.1 本試卷共六題填充題，滿分為ℛ◐一分。 

2. 請將答案寫在答案欄內，計算侨必須連同試卷交回。 

 

一ǵ若兩正整數 a和b 的最大公因數為 10，則 3a 和 4b 的最大公因數可能為何？      Ƕ 

二ǵ設 1 4 9 16 81 1002 2 2 2 2 2N = + + + + + +L Ƕ若 N 以十進位表示出來是 a位數且首位數字

與個位數字分別為b 與 c，求 a b c+ + 之值Ƕ       Ȑ已知 2 0 3010log .= ȑ 

三ǵ設二次曲線 2 29 16 18 64 71 0: x y x yΓ + − − − = 與直線 2 5 10 0:L x y− − = ，若要在Γ上

找一點P 使得 P 到 L 的距離為最短，則P 的坐標為何？        

四ǵ有 6 個外表相同的袋子，其中有 4 個袋子各裝有 4 黑球及 1 白球，稱為 A 袋；其

餘 2 個袋子各裝有 4 黑球及 6 白球，稱為 B 袋Ƕ今隨機選一個袋子並從中隨機取

出兩球，若此兩球為一黑一白，試問此兩球來自 A 袋的機率有多Ͽ？      

五ǵ一張紙 ABCD 是邊長為 1 的正方形，以 A 為圓心， AB 為半徑，作一個四分之一

圓弧BDǶ設E與F分別在 AB 與 AD 上，將這張紙對EF 對摺恰使得A落在圓弧BD

上，求 AEF∆ 面積的最大值Ƕ       

 

六ǵ對於任一正整數 n， n 表示最接近 n 的正整數，例如 1 1= ， 2 1= ， 3 2= Ƕ

設 k 為正整數，令 { }k
A n n k= ∈ = ，求

kn A

n
∈
∑ 之值Ȑ以 k 表示出來ȑǶ      

 

 Ȑ學生自填ȑ 

(3 分) 

(3 分)  

(3 分) 

(4 分) 

(4 分) 

(4 分) 



教育部九◐四學年度高侩中學數學競賽 

    台中●複賽試題᧤一᧥ᇻ解答ᇼ   

 

一ǵ證明： 2 5 10 1 3 15+ + > + +  

  Ȝ證明ȝ：只需證明 5 10 3 1 15 2 2+ − > + −  

      因為
( ) ( )
( ) ( )

2

2

5 10 3 18 2 5 2 15 30

1 15 2 18 2 15 2 30

+ − = + − −

+ − = + − −
 

       所以 

         ( ) ( )2 2

5 10 3 1 15 2+ − − + −  

       
( )

12 2 4 15

4 18 15 0

= −

= − >
 

       因此 ( ) ( )2 2

5 10 3 1 5 2+ − > + −  

       故    5 10 3 1 15 2+ − > + −  

       即有 2 5 10 1 3 15+ + > + +  

 

二ǵ

2 2 2

2

2

3 2

y x k

y kx

x
y

k


 ≤ + −


≤

 ≥

−

  ( )
4

2 6 2

k

y x k

>


≤ − + −



 

 

 

 

 

 

 

 

                1 

 

y 

x 

(I) 
(II) ( )3 2 2,k −  

( )4 2,k k −  

2 6 2y x k= − + −  

( )1 2, k  

2

3 2
,

k
k

k

 
 − 

 

2

3 2
y x

k
=

−
 

2 2 2y x k= + −  

2
1

3 2

k

k

 
< − 

 



    在區域(I)中 ，整數解為 

( )0 0,    → １ 組 

( )1 1,  L  ( )1 2, k  → 2k  組 

( )2 1,  L  ( )2 2 2, k +  → 2 2k +  組 

( )3 1,  L  ( )3 2 4, k +  → 2 4k +  組 

M  L  M  M  M  M  

( )1,k  L  ( )4 2,k k −  → 4 2k −  組 

 

   共有 ( ) ( ) ( )2 2 2

1 1

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2 1 3 1
k k

i i

k i k i k k k k k
= =

+ + − = + + − = + + − = − +∑ ∑ (組) 

   因為 k 為偶數，在區域(II)中整數解為 

( )1 1,k +  L  ( )1 4 4,k k+ −  → 4 4k −  組 

( )2 1,k +  L  ( )2 4 6,k k+ −  → 4 6k −  組 

M  L  L  L  L  M  

3
1 1

2
,

k 
− 

 
 L  

3 1
3

2
,

k
k

− 
 
 

 → 3k  組 

3
2

2
,

k 
 
 

 L  
3

3 2
2

,
k

k
 

− 
 

 → 3 3k −  組 

3
1 2

2
,

k 
+ 

 
 L  

3
1 3 4

2
,

k
k

 
+ − 

 
 → 3 5k −  組 

M  L  L  L  L   

( )3 2 2,k −  L  L  → 1 組 

   共有 ( ) ( )
3

2 2

1 0

4 2 2 3 2 3

k k

i i

k i k i
= =

− − + − −∑ ∑  

( ) ( )
3

2 2
1 2

1 1

2

3
4 2 1 2 3 3 1 2

2 2

3 3
4 2 1 1 1

2 2 2 2

15
4 3

2

k k

i i

k k
k i k i

k k k k
k

k k

− −

= =

   = − − − + − − −   
   

     = − − − + − −     
     

= − +

∑ ∑

 

   而 2 2 215 17
3 1 4 3 7 4

2 2
k k k k k k− + + − + = − +  

因此，總共有 2 17
7 4

2
k k− + 個整數解Ƕ 

 



三ǵȜ證明ȝ：由根與係數關係知 ( )
2 2

1

u v uv a

uv u v b

u v c

+ + = −


+ + =
 = −

 

( ) ( )

( )

1 1

1
1

, , ,

b c uv u v uv uv a

b c
uv a a b c

a

∴ − = + + + = −

−
⇒ = ∈ ≠ ∈

−
 Q 

 

       又 2 2u v c= − ∈ ， uv∴ ∈ ，即w∈ Ƕ 

 

四ǵ設底部三角形與兩側面的共邊邊長分別為 ,a b，它們夾角為θ ，稜柱高為 cǶ那麼

1

2
sinL ac bc ab θ= + + ，體積

1

2
sinV abc θ= ， 

令
1

2
, , sinX ac Y bc Z ab θ= = = ，那麼 L X Y Z= + + 且 2 1

2
sinV XYZ θ=  

由算術－幾何不等式得 

    ( )
1
3

3

X Y Z
XYZ

+ +
≤  

所以 

   
3 3

2 1 1

2 3 2 3
sin ,

L L
V θ   ≤ ≤ ⋅   

   
 即

3
21

32

L
V

 ≤  
 

 

   當 
3 2

,
L

X Y Z
π

θ= = = = 時，V 達到最大值

3
21

32

L 
 
 

 

一組可能邊長為 
2

2
3

L
a b c= = = Ƕ 

 

五ǵ假設從 P 點出發，走了 k 次後到 Q 點，令
0 1

, , ,
n

P P P P Q= =L 為路徑中停駐的點，

則 
1

1

k

i i

i

PQ P P−
=

=∑
uuur uuuuur

， 

令 PQ ma na= +
uuur uuur uur

， 
1i i i i

P P m a n b− = +
uuuuur r r

 

  
1

k

i

i

m m
=

=∑ ， 
1

k

i

i

n n
=

=∑ ， 每一步
i i

m a n b+
r r

有以下 6 種可能： 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1, , , , , , , , , , , ,
i i

m n ∈ − − − − − −  

  0 3 3, ,
i i

m n− = −   因而 
i i

m n− 是 3 的倍數， 

  所以 ( )
1

k

i i

i

m n m n
=

− = −∑ 也是 3 的倍數Ƕ 
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一ǵ1000, 2000, 5000, 10000           二ǵ  32   

 

 

三ǵ
49 11

17 17
,
− 

 
 

                     四ǵ 
3

0 6
5

.Ȑ或 ȑ 

 

 

五ǵ
3

6
                           六ǵ 32k k+  

 

 

 


